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ANNOTATSIYA
Ushbu magolada g ‘ovak muhitda to ‘lgin jarayonlarini tavsiflovchi bir o ‘Ichovli
chizigli va chizigli bo Imagan dinamik masalalarni sonli usullar yordamida yechish
masalalari o ‘rganilgan. Chizigli giperbolik sistemalarning xususiyatlari, chegaraviy
shartlar va kanonik shaklga keltirilishi asosida ragamli algoritmlar ishlab chigilgan.
Kalit so‘zlar: g ‘ovak muhit, chizigli to ‘g ‘ri dinamik masala, chizigli bo lmagan

dinamik masala, sonli yechim, xarakteristikalar bo ‘yicha integratsiya.

ABSTRACT
This article explores the numerical solution of one-dimensional linear and
nonlinear dynamic problems describing wave processes in porous media. Numerical
algorithms are developed based on the properties of linear hyperbolic systems,
boundary conditions, and their canonical forms.
Keywords: porous media, linear dynamic problem, nonlinear dynamic problem,

numerical solution, integration along characteristics.
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KIRISH. G‘ovak muhitda to‘lgin jarayonlarini o‘rganish ko‘plab ilmiy va
amaliy sohalarda muhim ahamiyatga ega. Bu jarayonlar geofizika, gidrodinamika,
qurilish materiallari fizikasi, neft va gaz gazib olish kabi sohalarda keng go‘llaniladi.
To‘lgin harakatini tavsiflovchi tenglamalar, odatda, chizigli yoki chizigli bo‘Imagan
giperbolik tipga mansub bo‘lib, ularning analitik yechimlarini topish ko‘pincha
murakkablik tugdiradi. Shu sababli, sonli usullar va modellashtirish algoritmlarini
ishlab chigish ushbu masalalarni hal gilishning asosiy vositasiga aylangan.

ADABIYOTLAR TAHLILI VA METODOLOGIYA. Abdullayev, N. (2020).
“Chiziqli giperbolik sistemalar va ularning amaliy qo‘llanilishi” magqolasida chizigli
giperbolik tizimlarning xususiyatlari va amaliy sohalarda go‘llanilishi tahlil gilinadi.
Mamatov, T. (2022). “G‘ovak muhitlarda dinamik jarayonlarni sonli yechish
usullari” ishida g‘ovak muhitda to‘lgin va boshga dinamik jarayonlarni yechish
uchun ragamli usullar va modellash metodlari tagdim etilgan. Imomnazarov, X.
(2020). “G‘ovak muhitning chizigli to‘g‘ri dinamik hamda bir o‘lchovli chizigli
bo‘lmagan dinamik masalalarini sonli yechish” kabi tadqiqotlarida g‘ovak muhitda
to‘lginlar va dinamik jarayonlarning chizigli hamda chizigli bo‘lmagan tavsiflari,
ularning matematik modellarini sonli usullar yordamida yechish masalalari
o‘rganilgan.

Ushbu ishlar sonli metodlar yordamida real tizimlarda yuzaga keladigan
dinamik jarayonlarni aniq va samarali modellashtirishga garatilgan.

Quyida ham g‘ovak-muhitning chizigli to‘g‘ri dinamik hamda bir o‘lchovli
chizigli bo‘lmagan dinamik masalalarni sonli yechish bo‘yicha masalalar ko‘rib
chigiladi.

(x,t)  ko‘rinishidagi  p.(2)Us = ((2)U,), — x(2)p?(2)(U, —V.)  to‘lgin

lj._."

2
tenglamasi Use — Ure = — Uy — Xz—i (U — V&) ko‘rinishga aylantiriladi.

tt

gx)(U; =) (1)

F(x)
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Pr(

bu yerda §(x)= X{l) ma’lum funksiya, funksiya o(x) yuqorida

ag=o(z) = m formula bilan aniglanadi. Keyinchalik bu bo‘limda g(x)
o‘rniga, qulaylik uchun ¢(x) yozamiz. (1) tenglama o(x) konstantaga ko‘paytirilganda
o‘zgarmasligi uchun ¢(x) ni ¢(0) = 1 normallashtiramiz. E’tibor bering, shu tarzda
kiritilgan o(x) funksiyasi bilan Lame koeffitsientini u(x) hisoblash, agar p_(x) ma’lum
bo‘lsa, a(x) hisoblashga teng bo‘ladi. w = v, p = —¢(x)v,, r = Vv, qo‘yamiz.

Keyin ikkinchi tartibli to‘lgin tenglamasi (1) birinchi tartibli tenglamalarning

giperbolik tizimiga aylantiriladi

[v;:r]t +A4(x) [v;:r]x - [q{l){w - ’r)] (2)
bu yerda A(x)= U_?{X) UE)I)]. Keling (w=U,, p=—-c(x)U, r=1V)

shaklda go‘yaylik. Keyin ikkinchi tartibli to‘lgin tenglamasi (1) birinchi tartibli

tenglamalarning giperbolik tizimiga aylantiriladi.

p A [P
([W]t +A4(x) [w] T [q{l)(w — ?)]) (3)
_ 0 a(x)
bu yerda (A(x) = | _; ) ]) Chegaraviy shartlar shaklga aylantiriladi
p(0,t) = —a(0)U,(0,t) = f(t) ©)

Tizim (2) qat’iy giperbolikdir. U ikkita xarakteristikaga ega, ular giyalikli +1 va
-1 to‘g‘ri chiziglar, matritsaning xarakterli ildizlari 4(x). Shunday qilib, 4(x)
matritsani diagonal shaklga keltirish mumkin.

Aniglash T(x)=[i _Uégj , bizda ... bor T(X)A(XIT ™ (x) = A (4)

sistemani chapdan r(x) ga ko‘paytirib, #(x) differensiallanuvchi funksiya deb faraz

gilsak, (2) sistemaning kanonik shaklini olamiz:

(Tv), + A(Tv),, = AT, v—T [g{xj{w _ r)]’

BuyerdaV = (p. x)". Portlash belgisida tizim shunday ko‘rinadi
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(p+ow), + (p+ow), =d'w—ax)qx)(w—-r), (4

(p—ow),—(p—ow), =—d'w—0a(x)q(x)(w—7), (5

bu yerda ¢'(x) hosila a(x). (4), (5) tenglamalarni integral shaklda ham yozish
mumkin.

t >x va har ganday (x,t) mintagasidan ixtiyoriy go‘zg‘almas nuqgta < x uchun

(4) tenglamani %: 1 xarakteristikasi bo‘ylab integrallashimiz mumkin. (z,t — x + %)

dan (x,t) gacha (1-rasm).
Keyin quyidagi munosabatni olamiz
plx,t) +o(x)w(x,t) — [pEt—x+ D)+ oW t—x+3)] =

= f;[a’ (sw(s,t —x +5)—a(s)q(s)(w(s,t—x +s) —r(s,t —x+ 5))]ds. (6)

r.tt
I+ x-X%

L &

I
|
I
|
I
|
|
I
s «x 7,

1-rasm. (x,t) nugtadan o‘tuvchi belgilar.

Xuddi shunday, (5) tenglamani xarakteristikalar bo‘ylab integrallash orgali
% = —1or (X, t+x —X) gacha (x,t) (1-rasm), biz ikkinchi munosabatni olamiz:
p(x, t) —a(x)wix,t) — [p(Eft+x— %) — (@)W, t+x—%)] =
= — ;[0 (Dw(s,t+x —5) + a()q(s)(w(s,t + x —5) —r(s,t +x —s))]ds. (7)
Olingan tenglamalar (6) va (7) allagachon ragamli modellashtirish uchun mos
keladi.
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Keling, qo‘ying h = x — . > 0 bo‘lsin, lekin u etarlicha kichik. U holda
integral ostidagi o' (s) ni ifoda orgali taxmin gilishimiz mumkin
' glx)—a(%)
a'(s) ¥ ————, (8)
x va z lar orasida joylashgan har ganday s uchun. (6) va (7) dan qolgan
integratsiyani trapetsiya usulida yaginlashtirgandan so‘ng, taxminiy formulalarni

olamiz. 9)

J-Nx[cr‘ Sw(st—x+5) —a(s)gs)(w(st—x+s5)—r(st—x+5))]ds ~
1
R 5 [o(x) — a(D)][w(x, ) +w(f,t—x+%)]—

g [J{x)q(x){w(x, t) —r(x, E)) + U{J’E)q{i”')(w{f,t —x+%)-r(ft—x+ J’E))],
va mos ravishda quyidagicha yozish mumkin: (20)

J-Nx[cr’ (s)w(s,t +x—5)+a(s)g(s)(w(s,t+x—s5)—r(s,t+x—5))]ds ~

Tt
M

[o(x) — a(X)][w(x, t) +w(X t+x—%)]+

B =

g [U{x)q(x){w(x, t)—r(x, t)) + U{f)q{i”')(w{f,t +x—-%)—-rFt+x— f))]

Agar 0(X) s = x4 nugtada uzilishga ega bo‘lsa, bunda ¥ < x, < x, lekin bu
sirtda w maydoni uzluksiz, (9) va (10) tenglamalar yetarlicha kichik » uchun yaxshi
yaqinlik beradi.

o, q, p, w Va r uchun panjara funksiyalari quyidagi munosabatlar bilan
aniglanadi:

o; = o[(i — 1)h], q; = q(i — 1)h], i=123,...,

bu yerda ¢ normallashtiriladi, shuning uchun ¢, = 1,

Pij = pl(i —1)h,(2j —i—1)h],

w;; = wl[(i —1)h, (2] — i — 1)A]

= r[(i—1)h, (2 —i—1)h],

vai=1,2,3,..., vaj =i uchun dastlabki shartlardan shuni olamiz
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Py =W =T7; = 0,uchuni=1,23,..., (11)
va chegara shartlaridan biz bor
py; = fi = flt =G — 1)h], wy;=g;,=g1t=0{-1Dh], (12

At

~
4 ! ! x=t
1 1 !

A B

I
|
|
1
1
1
|
1
6

[, 1 N V.

4

|
s

2-rasm. Xarakteristikalar bo‘yicha integratsiya usulida go‘llaniladigan ragamli
panjara. Qalin chiziglar giperbolik tenglamalar tizimining Xxarakteristikasidir (2).
x —t — chizigi - to‘lqginli front.

(6) va (7) tenglamalar (9) va (10) yaqinliklari bilan birgalikda inversiyaga mos
keladi. Faraz gilaylik, o, i = 1,2,3, ..., 1, uchun ma’lum, p,; va w,; esa barchai <1 vaj>i.
uchun hisoblangan. U holda (6) va (7) tenglamalarni (9) va munosabatlarni hisobga
olgan holda to‘rga proyeksiya gilish orgali olingan quyidagi munosabatlardan p, ; va

w; ; Ni ifodalashimiz mumkin (10):
1
Prj tOWr;=DPro1jo1t 0 aWrg 1+ 5 [0, — Uf—l]["r‘”f,j + Wf—l,j—l] -

h
= E[UJ"?I(WIJ - TJ’,j) + 01 G (Wy g o1 — Toq,j-1) ] (13)

1
Prj =0 = Pr-1; = 9aWi-1, 7 5 [o; = Uf-l][wu + Wf—lJ] B

h

= - E[Uf'?f(wf,j - Tf,j) + 01 (Wr_gj — Tio1,j-1)] (14)
uchunj =T+ 1,1+2,...

Bu tenglamalarni p, ; va w; ; uchun yechamiz. «(x) > 0 bo‘lgani uchun g,_, + g, > 0

bo‘ladi. Biz olamiz:
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1 1
Prj =5 {:pf—l,j—l + Pf—l,j) +— (o1 + UI){WI—l,j—l - Wf—l,j) -
2 4

- ggﬂ?f(wf,j - T},j) - ggf—lqj’—l[(wf—l,j—l - T}—Lj—l) + (Wf—l,j - T}—Lj)], (15)

@:—1;‘—1 _pf—lj) 1
= : —+ - (Wp_q ;1 T Wy_g ;) —
U;_1+U; 2{: I-1,j—-1 I L;)

WLj

_ E dr—1 41—1[{“’;—1._;'—1 —Tr—1.j-1 - ':Wf—i,_;l'_rf —1,_;']]

: (16)

2 O —q T3

Xususan, Prr+1 va Wy r+1 hisoblanadi.

Endi p; (2)V; = x(2)pi (2) (U, — V;) tenglamaga gaytaylik. Uning o‘ng va
chap tomonlarini g;(z) ga bo‘lib, biz uni ¢ vaqt ichida integrallash mumkinligini
ta’kidlaymiz. Dastlabki shartlami Ule—o =0 ; Ugls=g = 0 va Vl]i=g = 0 ;
Vi l¢=0 = 0 hisobga olgan holda, biz quyidagilarni olamiz:

Ve = x(x)p(x)(U - V) (17)

Ushbu tenglamani rasmda ko‘rsatilgan bir xil tarmoqga proyeksiya gilish. 3.6.2

va birinchi marta v, hosilasini birinchi fargga yaginlashtirish

V(t+ 2h,x) —V(t,x)
2h

Vi(t,x) ~

olamiz:
Ty = Q)i (Ui = Vi) Tijer = 0P (Ugjer — Vijea) (18)

Birinchi tenglamani ikkinchisidan ayirib, biz quyidagilarni olamiz:

Tijer — Ty = (XP1); ([:Uij+1 - Uz'j) - {Va‘ju - Va‘j))

Endi birinchi farqdan foydalanib, xuddi shunday v, ga yaginlashishi

Uijer — Uy
W!'j = {Ut)!_,l' = #
bizda ... bor:
a1 = Ty + 2hGep) (Wi — 1)) (19)
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(14) tenglamaga | o‘rniga i+1 ni va (13) tenglamaga | o‘rniga i ni gqo‘yib, p_ij va
w_ij uchun hosil bo‘lgan munosabatlarni yechib, quyidagi munosabatlarga erishamiz.
(14) tenglamaga s o‘rnigai+1 ni va (13) tenglamaga 1 o‘rniga i ni qo‘yib, p,; vaw;

uchun hosil bo‘lgan munosabatlarni yechib, quyidagi munosabatlarga erishamiz.
1
Wi = 5[2@5—1,;‘—1 - pi—l,j) + (0; + Ji—l)wi—l,j—l + (0p4 + Ua‘)WHLj] -

1
- ;[h [U:'+1'1?:'+1{:Wi+1,j — Tiw1) — 20:Q;75 + 051Gy (Wi_q 51 — Tz'—l,j—l)]]r (20)

1
Pij = Pi-1j-1 75 [0y + 0y_q]w; ; + > [0 + 05 q Wiy joa —

h
- E[UE'?!'{WL_{ — 1) T O G (Wi_g joq — T'i—l,j—lj]r (21)
bu yerda A= 0,3 +20;+0,_y +2ha,q;. I =2 ni (15) va (16) ga
almashtirish va u yerdan Py ;—1, Wy ;3 vaTy,;-1 ni chigarib tashlash, shuningdek,

olish @; = 1 ekanligini hisobga olsak, biz munosabatni olamiz

w =w 1+Jz—h-|:rzqz _I_ E{FJ_J—FIZJ]+hq‘lrl_l}'+hﬁzqzrz’}'
L =Wy
gx+hg, 1+g.+hg,

(22)
uning yordamida (18) munosabat bilan birgalikda

ps(2)Use = ((2)U); — x(2)pi (2)(Uy —Vp) pU,|.=o = F(£)  to‘g'ridan-

to‘g‘ri masalani yechish sxemasini olamiz.

Ta’rif bo‘yicha biz taklif gilamiz Pg,j = Wp,; = Tp,; = 0. (16) formuladan
topamiz W12 = 0, va (11) va (19) formulalardan r, , = o kelib chigadi.

Xuddi shunday wy; =0 va r;=0 J=3,4 .. uchun hisoblanadi.
Keyinchalik, j = 2,3, 4, .... uchun P;,j, W; ;, 13, ; panjara funksiyalarining giymatlari

hisoblanadi.
NATIJALAR. Dastlabki chegaraviy muammoni

psutt :(lu(ux)ux )X _IOI2 ((U —V)Z(U _V))t , XE (O’ L)! te (O,T),
psttee = (p(u)uy), — pf ((u—v)x(u—v)), x€(0,L), t€(0,T),
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psutt = (/J(UX)UX)X _IOI2 ((U —V)Z(U _V))t ' Xe (01 L), t € (OiT)i
Uloo =0, plu)u,l.—, = f(t), te(0,T)sonliyechish uchun biz vaqgt ()
va fazo (n) bo‘yicha tegishli diskretizatsiya bosgichlari bilan yaginlashuvning

ikkinchi tartibiga ega bo‘lgan aniq farq sxemasidan foydalanamiz:
1
2h%p

_ i+1 _ i i—1y _
- (15 2u; +u;) =

{{:.Iu';+]]-. + Ju ){: i+l ) -
—( D - ) - plt(u —vi )l - @ - v Y
‘+1 = plr(u‘“ 3“);{'} + 1?; t1=0,..,.N, j=0,...M

boshlang‘ich va chegaraviy shartlarni yaginlashtirish bilan shug‘ullanamiz.

uj'?', L=sin(jh), v? =0, j=0,...Mu; =0, uj =0,
i=0,..,N

MUHOKAMA. Biz Kurant ragamini 0,5 dan kichik deb hisoblaymiz, bu
foydalanilgan farg sxemasining bargarorligini ta’minlaydi.

Model sifatida biz assimilyatsiya giluvchi bir hil g‘ovak qatlamdan iborat
muhitni o‘rnatamiz. Keling, gatlamning quyidagi fizik xususiyatlarini faraz gilaylik:

Model sifatida biz assimilyatsiya giluvchi bir xil g‘ovak qatlamdan iborat

muhitni o‘rnatamiz. Keling, gatlamning quyidagi fizik xususiyatlarini faraz gilaylik:

p§= 1,5 g/sm* | p[f =1g/sm* ¢ =1,3km/sek d=0,1

X = 1'3'3'3“: +sek | berilgan funktsiyalar u,(x) =0, u,(x) = sinx, Manbadagi vaqt

signali Puzyrev impulsi shaklida aniglangan:

F(&) = exp (-

Errf,:,,{t ty)

) sin (2nf,(t — t,)), bu yerda ¥ = 4, fy = 1 Gts,

to = L5 sek . U siljish tezligi » uchun to‘lgin maydonining seysmik izini
ko‘rsatadi. Rasmdan ko‘rinib turibdiki, to‘lqin masofaga garab susayadi.

XULOSA. Ko‘rib chigilayotgan chizigli bo‘Imagan to‘g‘ridan-to‘g‘ri dinamik
muammoning g‘ovakli muhit uchun to‘g‘riligi funktsional tahlil usullari asosida

ko‘rsatilgan. G‘ovak - elastik muhitda ko‘ndalang to‘lginlar tenglamasi uchun
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to‘g‘ridan-to‘g‘ri dinamik masalaning yagona yechimi qurilgan.

G‘ovak - elastik muhitda ko‘ndalang to‘lginlar tenglamasi uchun bir o‘lchovli
dinamik masalalar uchun ikkinchi turdagi chizigli Volterra integral tenglamalari
tizimi olinadi. Bu sistemadan ko‘rib chigilayotgan to‘g‘ridan-to‘g‘ri masalalar

yechimlarining mavjudligi va yagonaligi teoremasi kelib chigadi.
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